trobem a la tesi, la nocié de regularitat «més
fina» per a a aquestes equacions fraccionaries és
la regularitat d’ordre superior per a u/d°. Les
estimacions a la vora anteriors per a (—A)® sén
crucials per provar la identitat de Pohozaev per
al laplacia fraccionari, un altre dels resultats
més destacats de la tesi.

Els nostres metodes per demostrar regu-
laritat Holder de u/d® es basen en el prin-
cipi del maxim, la desigualtat de Harnack, i
en la construcci6 de barreres (supersolucions
i subsolucions) apropiades. Aix0 ens permet
desenvolupar una versié no local del metode
de Caffarelli-Krylov per a equacions de segon
ordre amb coeficients afitats mesurables. D’a-
questa manera, obtenim resultats també per
a equacions integrodiferencials completament
no lineals, que apareixen en jocs estocastics
(stochastic differential games). Els nostres re-
sultats s’apliquen a equacions completament no
lineals que involucren generadors infinitesimals
de processos de Lévy estables. Un dels resultats
més rellevants de la tesi és que les solucions u
satisfan u/d® € C1*(Q) per a a prou petit. Cal
notar que aquests resultats estenen la teoria
de regularitat el-liptica fins a la vora d’Evans
i Krylov —per la qual aquests matematics
van guanyar el premi Steele el 2004— al
context d’operadors integrodiferencials, amb
metodes de demostracié que, en molts punts,
sén completament diferents a causa del diferent
comportament qualitatiu de les solucions a la
vora.

A la segona part tractem dos exemples
d’interaccié entre qiiestions isoperimetriques i
equacions en derivades parcials. En el primer,
fem servir el metode d’Alexandrov-Bakelman-
Pucci per a equacions el-liptiques per demostrar
noves desigualtats isoperimetriques amb cons-
tant optima en cons amb densitat. Demostrem
que donat un con convex > C R" i una densitat
w € C(X) que és homogenia de grau o > 0
i tal que w'/® és concava a X, el quocient
isoperimetric
1/(n+a—1)

)1/(n+a)

(Jogns wdo)
(Jons wdz

es minimitza quan 2 és una bola centrada a ’o-
rigen (intersecada amb el con). També obtenim
una versié anisotropica d’aquest resultat. Per
provar aquest resultat estenem la demostracio
de la desigualtat isoperimetrica classica de Xa-
vier Cabré. Els nostres nous resultats contenen
com a cas particular la desigualtat de Wulff i
la desigualtat isoperimetrica en cons de Lions i
Pacella.

En el segon exemple, usem la desigulatat
isoperimetrica classica i la identitat de Pohoza-
ev (de segon ordre) per establir un nou resultat
de simetria radial per a equacions de reaccio-
difusié6 de segon ordre. La novetat principal
respecte d’altres metodes és que podem tractar
nolinearitats discontinues. Per fer-ho, estenem
un argument en dimensié dos de Pierre-Louis
Lions del 1981 per obtenir ara també resultats
en dimensions superiors.

Joaquim Serra
Weiertrass Institute Berlin

Racé biografic

Leibniz: un poliedre de moltes cares

Nota inicial: Havent estat impossible incloure
en aquest nimero de la SCM/Noticies un
minim relat del polieédric Leibniz hem deci-
dit fer-ho en dues parts. L’objectiu d’aques-
ta primera part és explicar com Leibniz va
concebre la idea del calcul diferencial. En una
segona part explicarem altres cares del poliedre
leibnizia.
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Apunt biografic de Leibniz fins als trenta
anys

Gottfried Wilhelm Leibniz nasqué 'l de ju-
liol de 1646 a la ciutat de Leipzig (ducat
de Saxonia), faltaven un parell anys perque
s’acabés la guerra dels Trenta Anys. Tant el
pare com la mare eren luterans i provenien de
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families acomodades, el pare exercia de notari i
impartia classes de filosofia moral a la universi-
tat, la mare era filla d’un prestigiés advocat de
Leipzig. El pare de Leibniz mori quan aquest
tenia sis anys i la mare quan en tenia disset,
I'tinica germana que tenia, que era dos anys més
petita que ell, va perdre la vida als vint-i-tres
anys. Leibniz no es va casar ni va tenir fills.
Leibniz va viure setanta anys i en aquest temps
va fer tota mena de coses, va coneixer quantitat
de gent i va escriure un munt de papers (cartes,
manuscrits, articles, llibres). La seva formaci6
universitaria va ser principalment en dret i filo-
sofia pero ell s’interessava per gairebé tot, pel
seu compte estudiava altres disciplines com ara
logica, filologia, matematiques, fisica, quimica,
geologia, biologia, medicina i teologia, en totes
hi va intervenir d’alguna manera. També va
ser un habil constructor d’aparells i el primer
que va dissenyar una maquina que efectuava
les quatre operacions basiques; també va dirigir
treballs d’enginyeria. La religié 'importava des
del vessant politic, en diferents ocasions va par-
ticipar en actes a favor d’una unificacié de les
esglésies protestant i catolica. No era gaire prac-
ticant, o gens; en canvi, estava molt interessat
en la teologia.

2016
/ dz = 300 aniversari
1716

(Leipzig, juliol 1646 — Hannover, novembre 1716)

Leibniz havia aprés des de ben petit a
llegir i no tan sols relats infantils, siné també
tota mena de llibres antics i moderns que el
seu pare tenia ben catalogats a la biblioteca,
molts dels quals estaven escrits en llati, una
llengua que Leibniz va comencar a aprendre
pel seu compte. Als 7 anys comenca l’escola
basica i als ultims cursos va aprendre la técnica
del raonament sil-logistic, que és una de les
coses que més li agradava practicar. El 1661
(15 anys) ingressa a la Universitat de Leipzig,
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on va rebre una bona formacié filosofica pero
una deficient formacié matematica, lluny dels
avencos cientifics que s’estaven produint en
altres llocs d’Europa, practicament només s’-
explicava Euclides i encara d’una manera fosca
i elemental.

L’octubre del 1663 iniciava l’especialitza-
ci6 en dret i pel febrer del 1667, Leibniz
tenia 21 anys, va assolir el grau de doctor
en Dret per la Universitat d’Altdorf (Nu-
remberg). Aquesta universitat 1i proposa una
placa de professor pero ell declina ['oferta,
pensava que tancat en una universitat no po-
dria desenvolupar amb llibertat el seu projecte
intel-lectual.

Prendre aquesta decisi6 el va portar a haver
de posar-se al servei de la noblesa per guanyar-
se la vida; va exercir com a advocat, conseller,
diplomatic, bibliotecari, genealogista, etc. Totes
aquestes feines i deixaven for¢a temps (si no
se’l prenia) per dedicar-se a 'estudi i el cultiu
de les més diverses disciplines cientifiques i
sobretot li van permetre viatjar arreu d’Europa,
cosa que ell aprofitava per trobar-se amb les
figures més rellevants del moén intel-lectual.

Un d’aquests viatges fou el que va fer com
a diplomatic a Paris a finals de marg¢ del 1672,
alla coneixeria Huygens i seria on per primera
vegada s’adonaria de les poques matematiques
que sabia i de les que havia d’aprendre si
volia contribuir en 'avang d’aquesta disciplina.
Huygens el va orientar en les obres que havia de
llegir i al cap d’un any Leibniz ja va comencar
a fer algunes aportacions. L’estada a Paris va
durar prop de cinc anys. Van ser els anys
de la creaci6 del calcul diferencial, i des del
primer curs va fer tot el possible per allargar-ne
lestada. Era la ciutat on volia viure, pero les
dificultats pecuniaries el van obligar a entrar al
servei del duc Joan Frederic de Hannover. La
ciutat alemanya seria el seu centre de residéncia
fins als ultims dies de la seva vida. Leibniz
marxava de Paris el 4 d’octubre del 1676, tenia
trenta anys i, contra la seva voluntat, ja no hi
tornaria mai més.

El calcul infinitesimal

El primer tractament teoric del calcul d’arees
i volums amb contorn corbat es deu a Arqui-
medes (segle 111 aC), el llenguatge és sempre
geometric i només es fan servir proporcions
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entre magnituds. Per exemple, si es tracta
de quadrar o cubicar una certa figura A, el
que es fa és comparar-la amb una altra figura
coneguda donant-ne la rad. Aixo s’enuncia
afirmant «A és a B com C és a D» i després
es demostra per reduccié a 'absurd que la raé
A/B no pot ser ni més gran ni més petita
que la ra6 C'/D. Per poder fer les reduccions
a 'absurd s’ha de muntar tota una bastida
de figures auxiliars i el muntatge, que s’ha
de renovar cada vegada que es vol quadrar o
cubicar una figura i adaptar-lo a les particu-
laritats d’aquesta figura, fa especialment car-
regés el procediment arquimedia, d’altra banda
perfectament rigords segons els canons de la
geometria grega.

A FEuropa, durant la segona meitat del segle
XVI, a partir de textos grecs recuperats que
s’han traduit al llati, hi ha un renaixement de
la matematica grega. Uns quants matematics
tornen a calcular arees i volums seguint ’estil
arquimedia, pero ben aviat n’apareixen altres
que davant les llargues i particulars cons-
truccions arquimedianes busquen metodes més
generals i directes. Alguns d’ells ho continuen
fent a través de la geometria, altres utilitzen
procediments aritmetics i uns altres, com que
al XVII ja és coneguda I’algebra simbolica,
assajaran vies analitiques. En qualsevol cas,
tots busquen procediments que permetin obviar
les feixugues demostracions arquimedianes; ara
bé, les reduccions a l'absurd que comportava
el metode d’Eudox utilitzat per Arquimedes,
tenien com a finalitat evitar 'infinit, quelcom
que un moment o altre ha de sortir quan hom
ha de relacionar objectes corbats amb objectes
rectilinis. Per tant, els matematics del Xwvir,
amb els seus metodes directes, també van haver
d’afrontar aquesta dificultat. Kepler, Torricelli,
Cavalieri, Fermat, Pascal, Roberval, Hudde,
Sluse, St. Vincent, Wallis, Gregory, Neil,
Huygens, Barrow, Newton i Leibniz van posar
a prova el seu enginy resolent problemes lligats
al calcul de quadratures, cubicatures, rectifi-
cacions, centres de gravetat, maxims, minims,
tangents, normals, curvatures, etc. Tots ells es
van enfrontar amb l'infinit i ho van saber fer
amb habilitat i astiicia perd no pas amb rigor.
El rigor va ser 'assignatura pendent de tota
aquesta historia, pero els procediments donaven
resposta a una gran multitud de problemes de
naturalesa matematica i fisica, i aixo és el que
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més comptava per a aquells matematics i no
pas les demostracions amb rigor, les quals, no
obstant aixo, eren motiu de preocupacié. Pero
ja ho farien més tard, quan tinguessin temps, i
aixi va arribar el segle XIX.

Indivisibles, infinitesims i altres variants
eren noves entitats que sorgien per atacar
Iinfinit. Aquestes entitats tenien estranyes pero
eficaces propietats que servien per resoldre
els problemes del calcul. En la historia de
la matematica, dir «calcul infinitesimaly» és
referir-se a tots aquests procediments.

El calcul diferencial de Leibniz: la idea
primigenia

Historia i origen del calcul diferencial és un
opuscle escrit pel mateix Leibniz cap al final
de la seva vida en qué explica el seu procés de
creacio del calcul diferencial. Com que rarament
els matematics expliquen els seus processos
d’invenci6 —el més habitual és donar el plat
ben cuinat i a punt de menjar—, passo a
descriure d’on prové la idea leibniziana del
calcul diferencial.

Explica Leibniz que d’una cosa tant senzilla
com és escriure el principi d’identitat A = A en
la forma equivalent A — A = 0 se li va océrrer
escriure:

A-A+B-B+C-C+D-D+FE—-E=0.

I observant aquesta tultima igualtat, se li va
acudir agrupar les diferencies de termes con-
secutius entre el primer i I'tltim terme de la
manera segiient:

A+ (-A+B)+(-B+C)+(-C+D)
+(-D+E)—-E=0.

Anomenant L, M, N i P a les diferéncies conse-
cutives resulta

A+L+M+N+P—-E=0.

I aillant les diferencies consecutives va sorgir la
«bellissima igualtat» segiient:

L+M+N+P=FE-A.

Tot apunta que Leibniz 'adjectiva pulcherrima
perque, segons ell, aquesta va ser la font d’ins-
piraci6 per a la concepci6 del calcul diferencial.

Interpretant A, B, C, D, E com una progres-
sié de quantitats creixents, va veure que la suma
de les diferencies consecutives era igual a I'altim
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menys el primer dels termes de la progressio, i
que si la progressié era decreixent calia invertir
el sentit de les diferencies consecutives.

Aquesta igualtat entre diferencies consecu-
tives i termes d’una progressié suggeri a Leibniz
el metode segiient per sumar els termes d’'una
progressio: si hom ha de sumar els n primers
termes d’una progressié A i no sap fer-ho direc-
tament pero sap veure que els termes d’aquesta
progressio A soén les diferéncies consecutives
d’una progressié B, llavors la suma dels termes
de la progressié A és igual a la diferéncia entre
els termes extrems de la progressié B.

Utilitzant aquest metode, Leibniz va sumar
la serie que Huygens li havia proposat a Paris
I’any 1672 per posar-lo a prova. Es tractava de
sumar la serie

11 1 1 1 2

I R T T o
els termes de la qual sén els inversos dels nom-
bres triangulars 1, 3,6,10,15,..., w Leib-
niz va veure que

2 2 2
nn+1)

n_n+1

i per tant, els termes de la successié d’inversos

triangulars eren les diferéncies consecutives dels
termes de la successié % Llavors, utilitzant la

«bellissima igualtat» resulta la suma:

1+1+1+1+ N 2 _, 2
1 3 6 10 nn+1) 7 n+l

I, com que Huygens li havia demanat la suma
de la serie, el que va fer és negligir el terme %H,
per tant, la suma de la serie dels inversos dels
nombres triangulars va resultar que era 2.
Leibniz veia una corba com un continu
geometric unidimensional. Al segle xvii, el
concepte continu es concebia de manera intuiti-
va, no s’utilitzava el llenguatge funcional per
descriure les corbes. Es parlava de magnituds o
quantitats variables i de constants; les corbes
venien donades mitjancant una relacié alge-
braica entre dues variables. En la representacio
geometrica cartesiana d’una corba una d’aques-
tes dues variables s’anomenava «abscissa»; se
solia treballar amb successions d’abscisses i,
aleshores, ’altra variable, lligada a les abscisses
per 'equacié de la corba, quedava «ordenada»
seguint I'ordre de la successié d’abscisses. Si les
abscisses estaven proximes també ho estaven
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les ordenades corresponents. Dues abscisses o
dues ordenades w;,w;41 estaven proximes si
la quantitat no nulla Aw = w; — w;y1 era
menyspreable respecte de la magnitud de En
altres paraules, el quocient =i+l
quantitat no nul-la propera a zero. Cal tenir
present que en aquesta eépoca encara no s’havia
formulat el concepte limit.

€ra una

Leibniz volia transportar la relacié entre
sumes i diferencies que havia trobat en treballar
el cas discret de les successions al cas continu
de les corbes perque Leibniz, que coneixia la
teoria dels indivisibles de Cavalieri, pensava que
podria calcular I'area d’una regié R limitada
per una corba, ’eix d’abscisses i dues ordenades
sumant d’alguna manera convenient ordena-
des d’una successié d’abscisses suficientment
proximes. Leibniz sabia molt bé que sumant
linies no obtindria arees —calia treballar amb
rectangles prou estrets— perd també sabia que
per més rectangles que hi posés només obtindria
una area aproximada. La idea de Leibniz con-
sistia a considerar rectangles formats per dues
ordenades «infinitament proximesy i de base un
increment x;41 — x que tingués la propietat de
ser més petit que qualsevol quantitat conven-
cional. Com que unes quantitats com aquestes
no existien en el domini admes de la geometria
tradicional les va introduir amb el simbol dz
i les anomena «diferencials», en general. Per a
qualsevol w variable un increment diferencial
d’aquesta s’escrivia dw.

Amb els increments diferencials (o di-
feréncies consecutives infinitesimals) la corba
es podia concebre com un poligon d’infinits
costats infinitesimals i, aleshores, la perllonga-
ci6 dels costats del poligon donarien les rectes
tangents a la corba i I'area exacta d’una regio
R limitada per la corba, I’eix d’abscisses i dues
ordenades relatives a aquest eix es podria calcu-
lar sumant els infinits rectangles infinitesimals
ydx. Més endavant va introduir la notacié [ ydzx
per simbolitzar aquesta suma especial, simbol
que va esdevenir un dels més populars de la
matematica, en els primers manuscrits Leibniz
havia utilitzat altres simbols molt menys efi-
cacos. La d de les diferencials és la inicial de la
paraula diferéncies i el simbol d’integracié és
una s allargada de la inicial de sumacio. Leibniz
parlava de «calcul de diferencies» i de «calcul
sumatoriy», la paraula integral la van introduir
cap a finals del XVII els germans Jakob i Johan
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Bernouilli. Els limits d’integracié no tenien cap
disposicié especial, la posici actual als extrems
del signe d’integraci6 és obra de Fourier, que la
va utilitzar cap al 1819.

Seguint ara amb la «bellissima igualtaty,
podem veure com queda escrita en notacid
leibniziana en extrapolar-la al cas continu del
calcul de l'area d’una regié limitada per una
corba y(x), l'eix d’abscisses i dues ordenades
y(z1), y(z,). En aquest cas, les successives
y’s haurien de ser les diferencies consecutives
d’una certa successio de z’s i llavors ’area seria
z(xp)—z(x1). Per tant, a efectes del calcul de la
suma [ ydx, s’hauria de buscar una corba z(x)
tal que dz = ydx, llavors 'area A de la regié R
es calcularia de la manera segiient:

A= /ydm = /dz = z(zy) — z(x1).

Aquesta ultima igualtat, «bellissima» i molt
atil, també reflecteix el cardcter invers dels
dos processos de diferenciacié i integracio.
Aquesta relacié inversa entre tangents i qua-
dratures ja havia estat utilitzada per Neil, J.
Gregory, Barrow i Newton. Ara, pero, amb
la notaci6é leibniziana resultava especialment
manejable.

Leibniz va ampliar el seu mén de diferen-
cials introduint diferencials d’ordre superior.
Com que les diferencials dx i dy lligades a una
corba formaven successio, Leibniz va considerar
les diferencies consecutives d’aquestes succes-
sions de diferéncies primeres, i aixi obtenia
les diferéncies segones o «diferencials de segon
ordrey d’x = ddx, d*y = ddy. El procés
continuava de la mateixa manera per a les
diferencials d’ordre superior. Les diferencials
d’un cert ordre s6n infinitament més petites que
les dels ordres anteriors. També hi ha un pro-
ducte de diferencials, per exemple (dz)(dz) =
(dz)%, i Vordre de (dx)? és el mateix que
l'ordre de d?x.

Mentre que d(z + y) = dx + dy Leibniz va
veure que no era valida la mateixa regla per a
un producte xy:

d(zy) = (z + dz)(y + dy) — zy
= zdy + ydx + daxdy = xdy + ydx.

En l'altim pas es negligeix dxdy, ja que un
diferencial de segon ordre és infinitament més
petit que els diferencials de primer ordre xzdy i
ydx; a les variables se’ls adjudica grau zero.
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En el cas d’un quocient:

dg: Y+ dy Yy
r x+dr =
zdy —ydr  xdy — ydz

2 4 zdzx 2

El calcul diferencial leibnizia tenia regles
propies que hom aprenia a mesura que veia
com ho feia Leibniz, els germans Bernouilli o
I’Hépital. Aquest iltim va ser el primer que va
escriure un text sobre calcul diferencial.

El calcul diferencial leibnizia va rebre dures
critiques perque no tenia cap fonament rigoros,
el seu us era dificil i tot plegat patia d’un cert
obscurantisme. Amb tot, el calcul diferencial de
Leibniz amb les seves notacions va proporcionar
una manera generica d’atacar i resoldre molts
dels problemes que preocupaven matematics
i fisics d’aquells dos segles d’or: calcul de
longituds, arees, volums, moments, centres
de gravetat, tangents, curvatures i resoluci
d’equacions diferencials.

S’obtenien un gran nombre de resultats pero
la fonamentacié quedava pendent. A 1altim
ter¢ de Xviil, D’Alembert i Lagrange ja havien
comencat a treballar en aquest sentit, pero
va ser Cauchy qui, a comencaments del XIX,
va fer el pas definitiu quan va presentar a
I’Ecole Polytechnique de Paris un programa de
renovacié de ’ensenyament del calcul que es
fonamentava en el concepte de derivada d’una
funcié en un punt utilitzant el concepte de
limit. En el programa de Cauchy quedaven ex-
pulsats de I’analisi matematica les diferencials
leibnizianes, pero curiosament va conservar les
notacions.

Dos-cents cinquanta anys després de la mort
de Leibniz, el 1966, el matematic Abraham
Robinson va publicar Non-standard Analysis,
un llibre en que es construia amb rigor un
model de nombres reals ampliat en que les
diferencials de Leibniz quedaven validades rigo-
rosament. Aleshores, una part de la comunitat
matematica va comencar a treballar amb el
model de Robinson, dels quals es deia que
feien «analisi no estandard», aixo els distingia
dels de la linia Cauchy que, és clar, eren
els estandards. Avui dia la gran majoria dels
matematics segueixen amb el model estandard.
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Sobre la polémica Newton-Leibniz

Les figures de Newton i Leibniz apareixen a
I'altim terg del segle xviII i ells dos, hereus de
tota la practica infinitesimal que els precedia,
elaboraran models d’aquest calcul que adopta-
ran els matematics posteriors fins a arribar al
segle X1x. Els britanics (Taylor, McLaurin etc.)
seguiran fidelment Newton i els continentals
(Jakob i Johan Bernouilli, L'Hépital, Euler,
etc.), Leibniz.

Newton pensava les corbes en clau ci-
nematica. Una corba es generava pel moviment
continu en el temps d’un punt la posicié del
qual es donava per dues components temporals
x(t) i y(t) que Newton anomena «fluentsy. «Les
fluxions» & i ¢ eren les velocitats dels fluents. La
tangent a la corba ’obtenia com a quocient de
les velocitats components. Newton parlava de
«quantitats evanescents» i de «ultimes raons
entre quantitats evanescents», conceptes que
no quedaven prou clars a la seva época i que
un lector actual pot entendre perfectament
ates que Newton raona sobre aquests concep-
tes de manera ben semblant a l’actual del
limit d’increments quan la variable independent
tendeix a zero.

Newton havia elaborat el seu calcul en el
periode 1665-1666. L’any 1669 va escriure De
analysi per aequationes numero terminorum
infinitas i Vany 1671, Tractatus de methodis
serierum et flurionum, en que exposava la seva
versié del calcul infinitesimal, pero aquestes
dues primeres versions només van circular entre
uns pocs matematics de la Royal Society.
Newton era reticent a fer publics els seus
metodes de calcul, aixo va fer que els dos
treballs esmentats no es publiquessin fins més
endavant, el De analysi el 1711 i el Tractatus
el 1736; Newton va morir el 1727. Alguns
indicis del calcul newtonia es troben en el seu
famés llibre de mecanica Philosophiae natu-
ralis principia mathematica que es publica el
1687 i la primera versié explicita del qual va
apareixer el 1704 amb el titol De Quadratura
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Curvarum com un apendix del llibre d’optica
de 'autor.

La primera publicaci6 del calcul diferencial
leibnizia és un article del 1684 a les Acta FEdu-
ritorum que portava per titol «Nova methodus
pro maximis et minimis, itemque tangentibus,
qua nec fractas nec irrationales quantitates
moratury.

Newton va projectar els seus metodes deu
anys abans que Leibniz concebés els seus, pero
Leibniz publica el calcul diferencial vint anys
abans que Newton. Tanmateix, cal tenir en
compte que molts dels resultats de tots dos
ja havien circulat abans entre els grups de
matematics propers.

Newton sabia que Leibniz havia vist els seus
treballs dues vegades, o almenys una part. El
fet és que a partir del moment en que Leibniz
va comencar a publicar, Newton va comencar a
sentir-se molest perque ell encara no ho havia
fet i sabia que Leibniz havia consultat papers
seus quan havia estat a Londres, pero tot i que
els métodes infinitesimals de Leibniz i Newton
eren diferents en concepcid, desenvolupament
i notacié, amb el temps Leibniz va acabar sent
acusat de plagi injustament i aix0 el va amoinar
I'tltim periode de la vida.

Aquesta fou una de les disputes per temes
de prioritat més severes de la historia de la
matematica. No és facil seguir amb detall tot
el que va passar, és for¢a enrevessat. Avui dia,
pero, hi ha molt bona bibliografia sobre aquest
tema.
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